
บทที่ 2 
เวกเตอร์เชิงอนุพันธ์
Vector Differential

ในการศึกษาเกียวกับเวกเตอร์เชิงอนุพันธ์นั้นจำเป็นตองมีความรพ้ืูนฐานเกี่ยวกับอนุพันธ์ และ
การหาอนุพันธ์ของฟงก์ชันตาง  ๆ รวมถึงการหาอนพุันธ์ยอย นอกจากนี้แลวยังตองมีพื้นฐานเกี่ยวกับ
เวกเตอร์และการดำเนินการทางเวกเตอร ์ ดังนั้นในเอกสารบทนี้เราจะเริ่มจากการอธิบายเกี่ยวกับ
ความหมายของอนุพันธ์และทบทวนการหาอนุพันธ ์ และสุดทายจะอธิบายถึงอนุพันธ์ของเวกเตอร์และ
การประยุกต์ใชในทางวิทยาศาสตร์

2.1 อนุพันธ์ของฟงก์ชัน

กำหนดให  เป็นฟงก์ชันท่ีมีโดเมนและเรนจ์เป็นจำนวนจริงใดๆ แลว อนุพันธ์ของ 

 ซึ่งเราสามารถเขียนแทนดวย     และหาไดจาก

   

การหาอนุพันธ์ของฟงก์ชัน  ใดๆ น้ันสามารถทำไดดังนี้ 
1)  แทนคา  ของฟงก์ชัน  ดวย      ซึ่งจะได  

2)  นำ f (x + Δx)  ลบกับ  f (x)          น่ันคือ    f (x + Δx)− f (x)

3) นำ  f (x + Δx)− f (x) หารดวย Δx  นั่นคือ   f (x + Δx)− f (x)
Δx

4)  หาคาอนุพันธ์ของฟงก์ชัน     จาก 

                d
dx

f (x) =   

17



ตัวอย่างท ี2.1  กำหนดให้    แล้ว จงหาอนุพันธ์  
วิธทีำ 
      1)  แทนค่า     ลงในฟงก์ชัน   จะได้  

2)    f (x + Δx)− f (x)   นันคือ   f (x + Δx)− f (x) = 2(x + Δx)+ 3[ ]− 2x + 3[ ]

                                                                     = 2x + 2Δx + 3− 2x − 3

                                                                     = 2Δx

3)     f (x + Δx)− f (x)
Δx

     นันคือ   f (x + Δx)− f (x)
Δx

 = 2Δx
Δx

 =  2

4)  หาค่าอนุพันธ์ของฟงก์ชัน   จาก d
dx

f (x) = lim
Δx→0

f (x + Δx)− f (x)
Δx

 = 2

ดังนัน อนุพันธ์ของ  มีค่าเท่ากับ  2  หรือ  

ตัวอย่างท ี2.2  ถ้า      จงหา  
วิธทีำ  

1)  แทนค่า  ลงในฟงก์ชัน   จะได้  

2)   f (x + Δx)− f (x)       นันคือ   f (x + Δx)− f (x)= [(x + Δx)2 +1]− (x2 +1)

                                                                     = x2 + 2xΔx + Δx2 +1− x2 −1

                                                                      = 2xΔx + Δx2

3)   f (x + Δx)− f (x)
Δx

   นันคือ   f (x + Δx)− f (x)
Δx

  = 2xΔx + Δx2

Δx
 

     = 2x + Δx

4)  หาค่าอนุพันธ์ของฟงก์ชัน    จาก  d
dx

f (x)  =   lim
Δx→0

f (x + Δx)− f (x)
Δx

                                                                                = lim
Δx→0

2x + Δx( )

                                                                                = 2x

ดังนัน อนุพันธ์ของ  มีค่าเท่ากับ    หรือ 
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2.2 สูตรพื้นฐานสำหรับการหาอนุพันธ์

 เมื่อ   และ   คือคาคงตัวใดๆ 
1)  ถ้า    แล้ว      ถ้า  แล้ว 

3)  ถ้า  แล้ว 

4)  ถ้า  แล้ว 5

5)  ถ้า  แล้ว 

6)  ถ้า     แล้ว   

7)  ถ้า  แล้ว         

8)  ถ้า  แล้ว 

9)   ถ้า  แล้ว       

10)  ถ้า  แล้ว 

11)   ถ้า  แล้ว   

12)  ถ้า  แล้ว 

13)  ถ้า  แล้ว   

14)  ถ้า  แล้ว 

15)  ถ้า     แล้ว        
16)  ถ้า    แล้ว  
17)  ถ้า     แล้ว        

18)  ถ้า     แล้ว  
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ตัวอย่างท ี2.3     ถ้า    แล้วจงหา   

วิธทีำ    
          

      

ดังนัน    

ตัวอย่างท ี2.4   ถ้า  แล้วจงหา   

วิธทีำ  
      

       

ดังนัน  

แบบฝึกหดัที 2.1
จงหาค่าอนุพันธ์จากฟงก์ชันต่อไปนี

1)
                  2)  

3)                        4)  

5)                            6) 
 

7)                    8)  
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2.3  การหาอนุพันธ์โดยใช้  กฎลูกโซ่

         ถ้า   และ      แล้วจะได้      

ตัวอย่างท ี2.5 กำหนดให้    และ     จงหา  !

วิธีทำ   หา 
  
โดยใช้กฎลกูโซ ่จะได้ 

  

        
!
   

        
  

        

            

ดังนัน จะได้
     

    

2.4  อนุพันธ์ย่อย 

การหาอนุพันธ์ย่อย (partial derivative) คือ การหาอนุพันธ์ของฟงก์ชันหลายตัวแปร        
โดยเมือทำการเทยีบกับตัวแปรใดตัวแปรหนึงแล้วตัวแปรอนืๆ จะถูกมองว่าเป็นค่าคงตัว 

ตัวอย่างเช่น เป็นฟงก์ชันทีขึนอยู่กับ  และ  ซึง การหาอนุพันธ์ย่อยเทียบกับ  

เขียนแทนด้วย   หรือ  จะกำหนดให้  เป็นค่าคงตัว  และการหาอนุพันธ์ย่อย

เทียบกับ เขียนแทนด้วย หรือ  จะกำหนดให้  เป็นค่าคงตัว
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ตัวอย่างท ี2.6 จงหาอนุพันธ์ย่อย และ  ของ 

วิธทีำ          

                                           
         ดังนั้น   

        

                                               

ดังนั้น    

ตัวอย่างท ี2.7 จงหาอนุพันธ์ย่อย  และ   ของ  

วิธทีำ             

                          

                            

ดังน้ัน  

   

                       

ดังนั้น   
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แบบฝึกหดัท่ี 2.2

1)  จงหาค่าอนุพันธ์ของฟงก์ชันต่อไปนี้
1.1) 

  
               1.2)                   1.3)    

2)  กำหนด      และ      จงหา  

3)  กำหนด     และ      จงหา  

4)   จงพิสูจน์ว่า 

5)  จงหาอนุพันธ์ย่อย   และ    ของฟงก์ชันต่อไปนี้

5.1)
 
        

5.2)  
       5.3)  f (x,y) = e3x cos(xy)                  

2.5  การประยุกต์ใช้อนุพันธ์

การประยุกต์ใชอนุพนัธ์ในการหาจุดวิกฤต ( )  ค่าสูงสุด ( ) ค่าตำสุด ( ) และ        
จุดเปลียนโคง  ( )  หรือ ( )  ของฟงก์ชันใดๆ  นั้นสามารถทำได ดังน้ี

2.5.1 หาอนุพันธอั์นดับหนึ่ง
      เทียบกับ  แลวแทนค่า  (ค่าวิกฤต)  และ แทนค่า 

ถาเครอืงหมายเปลยีนจาก  +ไปเป็น  -     แสดงว่าจดุนั้น ใหค่าสูงสุด
ถาเครอืงหมายเปลยีนจาก  - ไปเป็น  +     แสดงว่าจุดนั้น ใหค่าตำสุด

2.5.2 หาอนุพันธอั์นดับสอง 
      เทียบกับ  แลวแทนค่า     

ถา      แลว   ใหค่าสูงสดุ ! !
ถา      แลว   ใหค่าตำสุด  
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ตัวอย่างท ี2.8  จงแสดงว่าจุด  เป็นจุดเปลยีนโค้ง  และมี  1 เป็นจุดวิกฤต  และค่าตำสุด
ของฟังก์ชน   เท่ากบ  

วิธทีำ   จาก      จะได้    ′f (x) = d
dx

2(x −1)2 −1⎡⎣ ⎤⎦   = 4(x −1)

    ณ จุดวิกฤต หรือจุดเปลยีนโค้งจะมีความชนเป็น   0   นนคือ     
     ดงนน        จะได้      

เพราะฉะนนจะได้ จุดวิกฤต ( )  เท่ากบ  1
     เมือแทน     ในโจทย์          จะได้   
ดงนนจึงสรุปได้ว่า  (1,-1)  เป็นจุดเปลียนโค้งของฟังก์ชน 

1) การหาค่าตำสุด หรือสูงสุด ด้วยอนุพนธ์อนดบหนึง  ทำได้ดงนี
แทนค่า   และ   ตามลำดบ เมือ  คือจุดทีต้องการทดสอบ  แล้ว              

สงเกตการเปลียนแปลงของเครืองหมาย  
ถ้าเครืองหมายเปลยีนจาก  +  ไปเป็น    -    แสดงว่าจดุนน ให้ค่าสูงสดุ
ถ้าเครืองหมายเปลยีนจาก  -    ไปเป็น  +    แสดงว่าจดุนน ให้ค่าตำสุด

กำหนดจุดทดสอบ ที     
      พิจารณากรณี     โดยแทน    ใน    
                  จะได้                   
      พิจารณากรณี     โดยแทน    ใน 
                    จะได้                

            เครอืงหมายเปลยีนจากลบ  (-4)  เป็นบวก (+4)  แสดงว่าที  ให้ค่าตำสุดเท่ากบ -1

2)  การหาจุดตำสุดด้วยอนุพนธ์อนดบสอง ทำได้โดยการแทนค่า   .ใน   
ถ้า    แล้ว  จะใหค่้าสงูสุด
ถ้า    แล้ว   จะให้ค่าตำสุด

จากอนุพนธ์อนดบหนึง     และจะได ้           
เนืองจาก     จึงแสดงให้เหนได้วา่ทจุีด    จะให้ค่าตำสุด
และเมือแทน     ในโจทย์       จะได้  

    ดงนนจะได้ว่า ทีจุดวิกฤต     จะไห้ค่าตำสุด  เท่ากบ  -1
หมายเหตุ         เป็นฟังก์ชนพาราโบลาแบบหงาย   
                  ซึงมีจุดยอดหรือจุดตำสุด คือ     
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2.6 เวกเตอร์เชิงอนุพนัธ์

เวกเตอร์เชิงอนุพนัธ์ (Vector differential) คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณเวกเตอร์
ตอการเปลี่ยนแปลงตัวแปรสเกลาร์ท่ีเกี่ยวข้องและตัวแปรสเกลาร์นนัต้องมีคาเข้าใกล้ศูนย์  อาทิเชน  
ความเร็ว  หมายถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงการกระจัดตอเวลาท่ีเข้าใกลศ้นูย์  เขียนแทนด้วย        

ซึ่ง    เม่ือการกระจัดเป็นฟงก์ชันของเวลา  

2.6.1 อนุพันธ์ของเวกเตอร์

         ถ้า  เป็นเวกเตอร์ท่ีขนึกับตัวแปรสเกลาร ์  หรือ  แล้วอนุพนัธ์ของเวกเตอร ์   

เทียบกับตัวแปร   ขียนด้วย    และหาได้จาก   

เม่ือ   

ตัวอย่างท ี2.9   จงหาอนุพันธ์ของ   

วิธีทำ      

               

ดังนนั    
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2.6.2 อนุพันธ์ย่อย

กรณทีี่เวกเตอร์เป็นฟงัก์ชนของหลายตวแปรสเกลาร ์ เชน   แล้วอนุพนธ์ยอย
ของเวกเตอร ์คือการหาอนุพนธ์เทียบกบตวแปรสเกลาร์แตละตวน่นเอง  ซึ่งหาอนุพนธ์ยอยได้ดงน ี 

                       

อนุพนธ์ยอยของเวกเตอร์ที่เป็นฟังก์ชนหลายตวแปร    คือ        

ตัวอย่างท ี2.10   จงหาอนุพนธ์ยอยของ  

วิธทีำ        

                 

ดงนน  จะได้อนุพนธ์ยอยของเวกเตอร์   เทียบ   เป็น  

 

                   

ดงนน อนุพนธ์ยอยของเวกเตอร์   เทียบ   คือ   
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2.6.3  สูตรเบื้องตนเกี่ยวกับอนพุันธ์ของเวกเตอร์

กำหนดให้ ,   เป็นเวกเตอร์ใดๆ ท่ีขึนกับ   และ  เป็น
ฟงก์ชันใดๆ ท่ีขึนกับ   แล้ว  จะได้อนุพันธ์ของเวกเตอร์ดังนี

                                

                    

                 
 

d
du

A
!"

i B
!"( )   =   A

!" dB
!"

du
+  B
!" dA
!"

du
      

                   

การหาอนุพันธ์ยอยของเวกเตอร์ใช้ความสัมพันธ์ข้างบนได้เชนกัน เพียงแตเปลี่ยน   เป็น 

2.6.4  อนุพันธ์ของเวกเตอร์ที่เป็นฟงกช์ันประกอบ

              ถ้า  เป็นเวกเตอรป์ระกอบ [  และ ] แล้วอนุพันธ์ของ

เวกเตอร์ประกอบนีสามารถหาโดยใช้ กฎลูกโซ   

  ถ้า  เป็นเวกเตอร์ประกอบ แล้วอนุพันธ์ยอยของเวกเตอร์

ประกอบหาได้จาก    

เม่ือ    และ 

ตัวอยางที ่2.11  จงหาอนุพันธ์ของเวกเตอร์   และ 

วิธีทำ        หา            และ   

         

    ดังนนั     
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2.6.5  อนุพันธ์อันดับสองและอันดับสามของเวกเตอร์

          ถ้า   เป็นเวกเตอร ์แล้วอนุพันธ์และอนุพนัธย่์อยอันดับสองของเวกเตอร์หาได้จาก     

 

d 2A
!"

du2
= d
du

dA
!"

du
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

   และ    
 

∂2A
!"

∂u2
= ∂
∂u

∂A
!"

∂u
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

     ถ้า   เป็นเวกเตอร ์ แล้วอนุพันธ์และอนพุันธ์ย่อยอันดับสามของเวกเตอร์หาได้จาก     

 

d 3A
!"

du3
= d
du

d2A
!"

du2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

   และ   
 

∂3A
!"

∂u3
= ∂
∂u

∂2A
!"

∂u2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ตัวอย่างท ี2.12   จงหาอนุพันธ์อันดับสองและสามของ    เมือ  เป็น

ค่าคงตัวใดๆ และ     คือเวกเตอร์หนึงหน่วยของเวกเตอร์ 

วิธทีำ  เนอืงจากเวกเตอร์  ขึนกับ  ดังนันอนุพนัธ์อนัดับหนึงของเวกเตอร์ 

                                   

 ดังนัน   

อนุพันธ์อันดับสองของเวกเตอร์

!                    

 ดังนัน    

เนอืงจาก        ดังนัน      
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อนุพนัธอ์นัดับสามของเวกเตอร์

                                

   ดังน้ัน    

2.6.6  ผลต่างเชิงอนุพันธ์ของเวกเตอร์

     ผลต่างเชิงอนุพันธ์หรือดิฟเฟอเรนเชียล หมายถึง ค่าการเปลียนแปลงเล็กนอยของเวกเตอร์              
ซึงผลต่างเชิงอนุพันธ์ของเวกเตอร ์  ใดๆ   เขียนแทนดวย    และสามารถหาไดค่าจาก

                        

หรือ ถา  แลว   

ตัวอย่างท ี2.13  จงพิสูจน์ว่า ถา  เมือ  เปนค่าคงตัวใดๆ แลว  

 จงแสดงว่า  

วิธีทำ
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แทน      ลงใน   

 จะได้  

แบบฝึกหดัท่ี  2.3

1)  ถ้า  เม่ือ  และ เป็นคาคงตัวใดๆ แล้ว  

    จงหา    1.1)                           1.2)    

2)  กำหนดให้    เม่ือ   และ  เป็นคาคงตัวใดๆ แล้ว 

จงแสดงวา    

3)  กำหนดให้   เม่ือ  และ เป็นคาคงตัวใดๆ  และ   

    แล้วจงแสดงวา    

          3.1)                     3.2)  
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2.7  อนุพันธ์ของเวกเตอร์ในระบบพิกัดฉาก

2.7.1 อนุพันธ์ของเวกเตอร์ ในระบบพิกัดฉากท่ีขึ้นกับตัวแปรเดียว

กำหนด  เป็นเวกเตอร์ในระบบพิกัดฉาก และ  
เป็นจำนวนจริงใดๆ  และ   เป็น เวกเตอร์หนึ่งหนวยตามแกน    ตามลำดับ แล้ว  

อนุพันธ์อันดับหนึ่งของเวกเตอร ์   ในระบบพิกัดฉากหาได้จาก  

       

อนุพันธ์อนัดับสองของเวกเตอร์    ในระบบพิกัดฉากหาได้จาก  

  

ตัวอยางที ่ 2.14  จงหาอนุพันธ์ของเวกเตอร์     

วิธีทำ       อนุพนัธ์อนัดับหนึ่งของเวกเตอร์หาได้จาก
       

                           

ดังนันอนุพนัธ์อนัดับหนึ่งของเวกเตอร์     คือ   

อนุพนัธ์อนัดับสองของเวกเตอร์ หาได้จาก

                   

ดังนันอนุพนัธ์อนัดับสองของเวกเตอร์     คือ   
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2.7.2 อนุพันธ์ย่อยของเวกเตอร์ในระบบพกิัดฉากทีข้ึนกับตัวแปรหลายตัว

    อนุพันธ์ย่อยอนัดับหนึงของเวกเตอร ์  ในพิกัดฉากเทียบกับตัวแปร 

                                   

อนุพนัธ์ย่อยอันดับสองของเวกเตอร์  ในระบบพิกัดฉากเทียบกับตัวแปร            

                                 

2.7.3 อนุพันธ์ของเวกเตอร์ประกอบในระบบพิกัดฉาก  

            อนุพันธ์ของเวกเตอร์ประกอบ  และ  ในพิกัดฉากหาได้โดยใช้กฎลูกโซ่

                               

     เมือ      

อนุพนัธ์อนัดับหนึงของเวกเตอรป์ระกอบ  และ       
ในระบบพิกัดฉากหาได้โดย 
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ตัวอย่างท ี2.15   จงหาอนุพันธ์ย่อยของเวกเตอร์   

วิธีทำ   อนุพนัธ์ย่อยอนัดับหนงึของเวกเตอร ์เทียบกับ    หาได้จาก

   

                             

ดังนันอนุพนัธ์ย่อยอนัดับหนึงของเวกเตอร์  เทียบกับ  คือ  

     อนุพนัธ์ย่อยอนัดับหนึงของเวกเตอร ์เทียบกับ    หาได้จาก

                    

ดังนันอนุพนัธ์ย่อยอนัดับหนึงของ   เทียบกับ คือ   

       อนุพนัธย่์อยอนัดับสองของเวกเตอร์  เทียบกับ  หาได้จาก

     

                                          

ดังนันอนุพนัธ์ย่อยอนัดับสองของเวกเตอร์   เทียบกับ   คือ   

         อนุพันธ์ย่อยอนัดับสองของเวกเตอร์ เทียบกับ    หาได้จาก

    

                       

ดังนันอนุพนัธ์ย่อยอนัดับสองของเวกเตอร์   เทียบกับ    คือ  
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ตัวอย่างท ี2.16  กำหนด  จงหา    และ    

วิธทีำ อนุพันธ์อันดับหนึ่งของ   เทียบกับ   หาได้จาก

             

                   

ดังนนั   

อนุพันธ์อันดับหน่ึงของเวกเตอร ์   คือ  

และอนุพันธ์อันดับสองของ   เทียบกับ  หาได้จาก

       

       

ดังนนั   

อนุพันธ์อันดับสองของเวกเตอร์    คือ  

2.7.4  ผลต่างเชิงอนุพันธ์ของเวกเตอร์ในระบบพิกัดฉาก  

ถ้า  คือเวกเตอร์ใดๆ ในระบบพิกัดฉาก แล้วผลตางเชิงอนุพันธ์ 
หรือ ผลตางเชิงอนุพันธ์ของเวกเตอร์  เป็น   

กำหนดให้ เป็นเวกเตอร์บอกตำแหนงแล้วจะได้ผลตางเชิงอนุพันธ์เป็น  
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แบบฝึกหดัท่ี 2.4

1)  กำหนดให้     จงหา

        1.1)                  1.2)              1.3)  

2) ให ้     และ    จงหา 

         2.1)     โดย  

         2.2)     โดย  

3) จงหา    ของเวกเตอร์ต่อไปนี 

         3.1)   !
         3.2)   
         3.3)  

4) กำหนดให้    และ แล้วจงหา      

         และ    

5)  จงหาอนุพันธ์อันดับหนงึและอนุพันธ์อันดับสองของเวกเตอร์ทีกำหนดให้

        5.1)            5.2)  
        5.3)                        5.4)  

6) กำหนดให้    แล้วจงหา

   6.1)                  6.2)             6.3)  
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2.8  ตัวดำเนินการทางเวกเตอร์

เนื้อหาในหัวขอนี้เราจะกลา่วถึงตัวดำเนินการเดล ( ) เกร์เดียน ( ) ไดเวอร์เจนต ์ ( ) 
และเคิรล์ ( ) ในระบบพิกัดฉาก ระบบพิกัดทรงกระบอกและระบบพกัิดทรงกลม พรอมกับ     
ยกตัวอย่างประกอบ และนอกจากนี้ยังกล่าวถึง เอกลักษณ์ของ เดล  เกรเดียนท์  ไดเวอร์เจนต ์ เคิร์ล  
และลาปลาเซียนในระบบพิกัดต่างๆ 

2.8.1 ตัวดำเนินการเดล 
   ตัวดำเนินการเดล (Del Operator) เขียนแทนด้วย  หมายถึง อนุพนัธ์ย่อยอนัดับหนึง

เทียบกับตัวแปรต่างๆ  ในระบบพิกัดฉาก  ระบบพกิดัทรงกระบอกและระบบพกัิดทรงกลม  

ตัวดำเนินการเดลในระบบพิกัดฉาก             

        ตัวดำเนินการเดลในระบบพิกัดทรงกระบอก   

ตัวดำเนินการเดลในระบบพิกัดทรงกลม        

2.8.2  เกร์เดียนท์ 
เกร์เดียนท์ (Gradient) คือ การนำตัวดำเนินการเดล  มากระทำกับฟงก์ชัน  ซึงเป็น

ปริมาณ สเกลาร์ เขียนแทนดวย  หรือ แกรดเอฟ (grad f) ซึงในระบบพิกัดต่างๆ เราสามารถหา 
เกร์เดียนท์ ของฟงก์ชัน  ไดตามสมการ (3.4)  - (3.6)

เกรเดียนท์ในระบบพิกัดฉาก : เกร์เดียนท์ของฟงก์ชัน  หรือ แเกรดเอฟ ในระบบพิกัดฉาก 

เป็น   

เกรเดียนท์ในระบบพิกัดทรงกระบอก   

        เกรเดียนท์ในระบบพิกัดทรงกลม

และขนาดของเกร์เดียนท์ หาไดจาก  
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ตัวอย่างท ี2.17  จงหาเกรเดียนท์ ( )  ของสเกลาร์ ต่อไปนี้
        1)     

    2)    

    3)  

วิธีทำ

1)   จากโจทย์  เป็นฟังก์ชนสเกลาร์ใดๆ ในระบบพิกดฉาก ดงน้น

 

            

ดงน้น  

2) 
จากโจทย์  เป็นฟังก์ชนสเกลาร์ใดๆ ในระบบพิกดทรงกระบอก  ดงน้นจะได

 

  

 

ดงน้น  
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3) 

  จากโจทย์  เป็นฟังก์ชนสเกลาร์ใดๆ ในระบบพิกดทรงกลม ดงน้นจะได
        

ดงน้น   

2.8.3  ไดเวอร์เจนต ์

ไดเวอร์เจนต ์ (Divergent) คือ การนำตวดำเนนิการเดล  มากระทำแบบดอทกบฟังก์ชนที่
เป็นปริมาณเวกเตอร์  หรือการหาผลคูณเชิงสเกลาร์ของตวดำเนนิการเดล  กบเวกเตอร์  ใดๆ         
ในระบบพิกดตางๆ  เขียนแทนดวย     สามารถทำไดดงนี้
        ไดเวอร์เจนต์ในระบบพิกดฉาก หรือผลคูณเชิงสเกลาร์ของตวดำเนินการเดล  กบ  

 ไดเวอร์เจนต์ในระบบพิกดทรงกระบอก 

ไดเวอร์เจนต์ในระบบพิกดทรงกลม 
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ตัวอย่างท ี2.18   จงหาไดเวอร์เจนต์ของเวกเตอร์ ต่อไปน้ี

1)   

2)  

3)  

วิธีทำ 

1)       จากโจทย์  

และ     

จะได   

ดังนั้น  

2)    จาก   

และ   !   จะได

                  

                                   

                                   

                                    

ดังนั้น  
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3)   

     จากโจทย์     

         และ    จะได้

               

ดังนนั  
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2.8.4  เคิร์ล  
เคิร์ล (Curl) คือ การนำตัวดำเนินการเดล   มากระทำแบบครอสกับฟงก์ชันท่ีเป็น   

หรือการหาผลคูณเชิงเวกเตอร์ของตัวดำเนินการเดล  กับเวกเตอร์  ใด  ๆ ในระบบพิกัดตางๆ              
เขียนแทนด้วย    

    เคิรล์ในระบบพกิดัฉาก   

          

หรือ    

เคิรล์ในระบบพกิดัทรงกระบอก 

      

หรือ    

เคิรล์ในระบบพกิดัทรงกลม  
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ตัวอย่างท ี2.19  จงหาเคิร์ลของสนามเวกเตอร์ ต่อไปน้ี

1)        

2)  

3)  

วิธทีำ
1)   จากโจทย์       

 

ดังน้ัน  

2)     

    จากโจทย์      

     

       

ดังน้ัน   
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3)  

จากโจทย์  จะได้     และ จากสมการ (3.12)   จะได้  

   

                     

ดังนนั    

แบบฝึกหดัท่ี 2.5

1) จงหาเกรเดียนท์ของฟงก์ชันสเกลาร์ต่อไปนี
1.1)               1.2)  

1.3)                1.4)  

1.5)                     1.6)  

2) จงหาไดเวอรเ์จนต์และเคิร์ลของเวกเตอรต์อ่ไปนี

2.1)            2.2)  
2.3)                 2.4)  
2.5)                               2.6) 
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2.8.5 เอกลักษณ์ของ           และ  

เอกลักษณก์ารบวกและลบ 
                               

เอกลักษณก์ารคณู   
                            

           

เอกลักษณข์องเกรเดยีนท์  ไดเวอร์เจนต์ และเคิรล์   
                             

                        

ตัวอย่างท ี2.20 จงพิสูจน์ว่า   
วิธทีำ    กำหนดให้         และ      ดังนัน

ดังนัน   
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2.8.6 ลาปลาเซียน 
      ลาปลาเซียน  ( Laplacian, )  อนุพนัธ์อนัดับสอง ซึ่งลาปลาเซียนในระบบพกิัดตางๆ 

ลาปลาเซยีนในระบบพกิดัฉาก               

ลาปลาเซียนในระบบพกิัดทรงกระบอก    

ลาปลาเซยีนในระบบพกิดัทรงกลม 
            

ตัวอย่างท ี2.21  จงพิสูจน์วา   

วิธทีำ  จาก   และ  เป็นสเกลาร์ในระบบพิกัดฉาก

  จะได้     และ   

                  

ดังนัน  

แบบฝึกหดัที 2.6
1) จงพิสูจน์วา       

      เม่ือ   และ  

2)  จงพิสูจน์วา      

เม่ือ    และ  

3)  จงพิสูจน์วา          และ      
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แบบฝกึหัดท้ายบทท่ี 2

1) จงหาค่าอนุพันธ์อันดับหนงึและอันดับสองของฟงก์ชันต่อไปนี้
1.1)

                 1.2)  

       1.3)                   1.4)  

2) จงหาอนุพันธ์ย่อย   และ    ของฟงก์ชันต่อไปนี้

2.1)
      

! !

2.2)    

3) จงหาจุดวิกฤต  ค่าตำสุด   ค่าสูงสุดของฟงก์ชันต่อไปน้ี
3.1)                3.2)  

3.3)                           3.4)  

4) จงหาเกรเดียนท์ของฟงก์ชันสเกลาร์ต่อไปน้ี
4.1)           4.2)  
4.3)  

5) จงหาไดเวอร์เจนต์และเคิร์ลของเวกเตอร์ต่อไปนี้
5.1)                 5.2)  
5.3)  

6)  กำหนดให     เมือ     a,b เป็นค่าคงทีใดๆ   และ   
    จงพิสูจน์ ลาปลาซ          

7)  กำหนดให     และ  

      เมือ   เป็นค่าคงทีใดๆ  และ    จงแสดงว่า

7.1)            7.2)     
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