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บทที ่5 
ปรพินัธ ์(Integral) 

 วิชาแคลคูลัสแบ่งออกเป็น 2 ส่วนใหญ่ๆ คือส่วนที่เรียกว่า แคลคูลัสเชิงอนุพันธ์ (differential 
calculus) และแคลคูลัสเชิงปริพันธ์ ( integral calculus) เราได้ศึกษาส่วนที่เรียกว่าแคลคูลัสเชิงอนุพันธ์
มาแล้วในบทที่ 3 และ 4 ต่อไปนี้จะกล่าวถึงแคลคูลัสเชิงปริพันธ์ ซึ่งก็คือ การหาปริพันธ์ 
 การหาปริพันธ์ถือได้ว่าเป็นบทกลับของอนุพันธ์ กล่าวคือ ในเรื่องการหาอนุพันธ์เมื่อก าหนดฟังก์ชันมา
ให้ เราหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันนั้น ส่วนการปริพันธ์เป็นการก าหนดค่าอนุพันธ์มาให้ แล้วหาฟังก์ชันซึ่งมีค่า
อนุพันธ์ตามที่ก าหนดให้ และด้วยวิธีการของการหาปริพันธ์ ท าให้เราสามารถหาฟังก์ชันระยะทาง ความยาว
ของเส้นโค้ง ปริมาตร และอ่ืนๆ ได้อีกมาก ซึ่งในบทนี้จะกล่าวถึงเฉพาะการหาฟังก์ชันพ้ืนที่ และการประยุกต์ 
ของการหาปริพันธ์บางแบบเท่านั้น 
 การหาปริพันธ์มี 2 ชนิด คือ ปริพันธ์ไม่จ ากัดเขต และปริพันธ์จ ากัดเขต กล่าวโดยย่อ ปริพันธ์ไม่จ ากัด
เขต คือ วิธีการหาฟังก์ชันเมื่อก าหนดค่าอนุพันธ์มาให้ ส่วนปริพันธ์จ ากัดเขต คือ วิธีหาผลรวมหรือสิ่งที่
เกี่ยวข้องทั้งหมด  
 
5.1 ปฏิยานุพันธ์ (Antiderivatives) 

 จากการหาอนุพันธ์ สิ่งที่ก าหนดให้ คือ )(xfy   แล้วหา 
dx

dy  จึงเกิดปัญหาว่า เมื่อก าหนดอนุพันธ์

ของ y (หรือ 
dx

dy ) จะหาฟังก์ชัน  )(xfy   ได้อย่างไร ซึ่งกระบวนย้อนกลับของการอนุพันธ์ก็คือส่วนของ

การหาปริพันธ์นั้นเอง นั่นคือ สิ่งก าหนดให้จะเป็น 
dx

dy  แล้วให้หา y  ซึ่งเป็นฟังก์ชันของ x  

 พิจารณาฟังก์ชันต่อไปนี้ 

ก าหนดให้ )(
3

3

xF
x

y   จะได้อนุพันธ์ของ y  คือ )(2 xfx
dx

dy
  

ก าหนดให้ )(2
3

3

xF
x

y   จะได้อนุพันธ์ของ y  คือ )(2 xfx
dx

dy
  

ก าหนดให้ )(
3

2

3

3

xF
x

y   จะได้อนุพันธ์ของ y  คือ )(2 xfx
dx

dy
  

ก าหนดให้ )(
3

3

xF
x

y    จะได้อนุพันธ์ของ y  คือ )(2 xfx
dx

dy
  

ดังนั้น สรุปได้ว่าถ้า 2x
dx

dy
  แล้วเราจะได้ 

3

3

x
y C   เมื่อ C  เป็นค่าคงตัวใดๆ 

โดยทั่วไปเมื่อก าหนด )(xf
dx

dy
  ขบวนการซึ่งท าให้ได้ ( )y F x C   เราเรียกว่า การหาปริพันธ์ 

(integration) และเรียก ( )y F x C   ว่าเป็น ผลเฉลย (solution) หรือ ปฏิยานุพันธ์ (antiderivative) 
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บทนิยาม 5.1 ถ้า )()(' xfxF   แล้ว เราจะกล่าวว่า ( )F x  เป็น ปฏิยานุพันธ์ (antiderivative)  
                ของ )(xf  

 
จากตัวอย่างข้างต้นเราจะเห็นแล้วว่า ทุกฟังก์ชัน )(xF  เป็นปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชัน 2x  ดังนั้นเราจะ

เห็นว่า ปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชัน 2x  มีหลายฟังก์ชันแต่ทุกฟังก์ชันอยู่ในรูป 
3

3

x
C  เมื่อ C  เป็นค่าคงตัวใดๆ 

 
ตัวอย่าง 5.1 จงหาปฏิยานุพันธ์ทั่วไปของ 26 8 3x x   

วิธีท า เนื่องจาก  3 2 2(2 4 3 )    6 8 3
d

x x x x x
dx

      

 ดังนั้น 3 22 4 3x x x   เป็นปฏิยานุพันธ์หนึ่งของ 26 8 3x x   
 และปฏิยานุพันธ์ทั่วไปของ 26 8 3x x   คือ 
   

3 2( ) 2 4 3F x x x x c      เมื่อ c  เป็นค่าคงตัว 
 

 
ตัวอย่าง 5.2 จงหาปฏิยานุพันธ์ทั่วไปของ 29 4x x  

วิธีท า เนื่องจาก  3 2 2(3 2 )    9 4
d

x x x x
dx

    

 ดังนั้น 3 23 2x x  เป็นปฏิยานุพันธ์หนึ่งของ 29 4x x  
 และปฏิยานุพันธ์ทั่วไปของ 29 4x x  คือ 
   

3 2( ) 3 2F x x x c     เมื่อ c  เป็นค่าคงตัว 
 

 
5.2 ปริพันธ์ไม่จ ากัดเขต (Indefinite Integral) 
 จากที่ได้กล่าวมาแล้วถึงกระบวนการหาปฏิยานุพันธ์ เราสามารถเรียกได้อีกอย่างหนึ่งว่า เป็นการหา
ปริพันธ์ นั้นคือ ถ้า )()(' xfxF   จะได้ ( )F x C  เป็นปฏิยานุพันธ์ของ ( )f x  ซึ่งเราจะเขียนแทนด้วย 

 dxxf )(  และมีชื่อเรียกตามบทนิยามต่อไปนี้ 

บทนิยาม 5.2 ถ้า )()(' xfxF   แล้ว เราจะกล่าวว่า ( )F x C  ว่าเป็น ปริพันธ์ไม่จ ากัดเขต (indefinite  

integral) ของ f  และเขียนแทนด้วย  dxxf )(  นั่นคือ 

( ) ( )f x dx F x C   

สัญลักษณ์   เรียกว่า  เครื่องหมายอินทิกรัล 

  )(xf  เรียกว่า  ปริพัทธ์ (integrand) : ตัวถูกหาปริพันธ์ 
  x  เรียกว่า  ตัวแปรของการหาปริพันธ์  
  C  เรียกว่า  ค่าคงที่ของการหาปริพันธ์  

 dxxf )(  อ่านว่า ปริพนัธ์ไมจ่ ากดัเขต (หรือการอนิทเิกรตไม่จ ากัดเขต) ของ f  เทยีบ x  

 

 



บทที่ 5 ปริพันธ์   91 
 

อ.สาธนิ ี วารศีร ีสาขาวชิาคณิตศาสตรแ์ละสถิต ิ มหาวิทยาลยัราชภฏัยะลา 
 

 เนื่องจากการหาปริพันธ์เป็นกระบวนการที่ตรงข้างกับการอนุพันธ์ ดังนั้น เมื่อเราต้องการหาปริพันธ์
ของฟังก์ชัน นั้นหมายถึง เป็นการหาว่าฟังก์ชันนั้นเป็นอนุพันธ์ของฟังก์ชันใด ซึ่งเราสามารถท าได้อย่างรวดเร็ว
โดยการใช้สูตรส าหรับการหาปริพันธ์ที่จะกล่าวต่อไปนี้ ซึ่งจะช่วยให้การหาปริพันธ์ง่ายขึ้น และในที่นี้เราจะขอ
ละการพิสูจน์ไว้ เพ่ือให้นักศึกษาไปศึกษาดูด้วยตนเอง ส าหรับผู้ที่สนใจ 
 

สูตรพื้นฐานส าหรับการหาปริพันธ์ 
 ให้ vu,  และ w  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ของตัวแปรอิสระตัวหนึ่ง (ในที่นี่สมมติว่าเป็น x )  

na,  และ c  เป็นค่าคงที่ 

1

1.  0                      0

2.                       

3.                         

4.                      ,   ( 1)
1

5.  ( )     

1
6.               

n
n

du

adu a du

dx x c

u
u du c n

n

du dv dw du dv dw

du
u







 

   


    



 





   

2

2

       ln

7.                      
ln

8.                      

9.  sin                 cos

10.  cos                sin

11.  sec              tan

12.  cosec

u
u

u u

u c

a
a du c

a

e du e c

udu u c

udu u c

udu u c

ud
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13.  sec tan        sec
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16.  cot             ln sin
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ตัวอย่าง 5.3 จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้ 
 1. 8dx    2. 11x dx  

 3. 
2

2
dx

x            
4. 

4

xe
dx  

วิธีท า   
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ตัวอย่าง 5.4 จงหา 4(3 5 sin 9)x x x dx    

วิธีท า  2 23 3
1   =  ( ) 1

2 2
x dx x dx dx     

       

3

3

3
  1

2 3

  
2

x
dx c

x
x c

   

  


 

 
 
 

ตัวอย่าง 5.5 จงหา 
23

(5 7 )
2

x xx
e x dx     

วิธีท า 
2

2 3
(5 7 1)   x xe x dx

x x
      

2 1

2

3 7
=5 2ln | |

2 1 ln 7

3 7
5 2ln | |

2 ln 7

x
x

x
x

x x
e x x c

x
e x x c

x



     


      

 

 
 
 

ตัวอย่าง 5.6 จงหา 2

4

3 1
( sec )

3
x dx

x x
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอย่าง 5.7 จงหา 2x xdx  
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ตัวอย่าง 5.8 จงหา 2 2(2 3 )x dx  

 
 
 
 
 
 
 
 

ตัวอย่าง 5.9 จงหา 
5

6

1 2
( )

t
dx

t


  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตัวอย่าง 5.10 จงหา 
29

dx

x  

 
 

 

 

ตัวอย่าง 5.11 จงหา sec (sec 1)d    
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 ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ บางครั้งไม่สามารถใช้สูตรได้โดยตรง ต้องจัดรูปโดยใช้
เอกลักษณ์ตรีโกณมิติก่อน เช่น 

 

2 2

2

2

sin 2 2sin cos

cos 2 cos sin

2cos 1

1 2sin

1 1 1 sin
cosec ,    sec ,    cot ,    tan

sin cos tan cos

A A A

A A A

A

A

A
A A A A

A A A A



 

 

 

   

 

 
ตัวอย่าง 5.12 จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้ 

 1. 
2

cos 3
 

sin
d







    2. 

2

cos 2
 

sin

x
dx

x  

 3. sec sin 2  x x dx     
4. 1 cos 2  t dt  

 5. 
2 2sin cos

dx

x x     
6.  

1 sin

dt

t  

 7. 
1 sec

dx

x  
 

วิธีท า   
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แบบฝกึหดั 5.1 - 5.2 

จงหาปริพันธ์ไม่จ ากัดเขตต่อไปนี้ 

1. (1 cos )  x dx  2. 3 5
( )x dx

x

   

3. 2(3 2 7)x x dx   4. 
2 5 1x x

dx
x

 
  

5. ( 1)x dx  6. 2 5
( )

x
dx

x


  

7. 4(5 8 5)x x dx   8. 25
( )x dx

x
  

9. 3 2x dx  10. 22 (1 )x x dx  

11. 4x xe dx  12. (tan )e xx x e dx   

13. 
1

3 4( 3 )x x x dx    14. 3 2

3

1 2
( 10 )x dx
x x
   

15. 3(7 1)( 3)y y dy   16. 3 2(2 )y dy  

17. 
2

1
( sin )t dt
t
  18. 

2

cos

sin
d




  

19. 1 tte
dt

t


  20. 1

( )
sin

t dt
t
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5.3 เทคนคิการปรพินัธ์ 
 จากหัวข้อที่แล้วเราสามารถหาปริพันธ์ของ  dxxf )(  ได้โดยง่าย ถ้า )(xf  มีรูปแบบตรงกับสูตร

ของการหาปริพันธ์ เช่น 5 1
,  ,  ,  tanx dx tdt ds d

s
      และ ye dy  ซึ่งเราสามารถใช้สูตรการหา

ปริพันธ์ได้ทันที แต่ถ้า )(xf  มีความซับซ้อนมากจนไม่สามารถใช้สูตรพ้ืนฐานมาหาปริพันธ์ได้  เช่นการหา 
2 5( 1) ,  x dx  

3
2 3 3

4

2 1
3 2 ,  ,  sin(ln )

2

s
t t dt ds d

s t
  


 

    และ 
2 32(5 1)  

y yey dy
 

 เป็นต้น การ

หาปริพันธ์ดังกล่าวเราต้องมีการจัดรูปหรือเปลี่ยนตัวแปรเพ่ือให้ใช้สูตรได้ จึงจ าเป็นต้องใช้เทคนิคต่างๆมาช่วย 
ซึ่งในหัวข้อนี้เราจะแนะน า 4 วิธีด้วยกัน คือ 

1. การหาปริพันธ์โดยแทนค่า (Integration by substitution) 
2. การหาปริพันธ์โดยแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Integration by trigonometric 

substitution) 
3. การหาปริพันธ์โดยการแยกส่วน (Integration by part) 
4. การหาปริพันธ์โดยการแยกเศษส่วนย่อย (Integration by partial fraction) 

ดังต่อไปนี้ 
 

5.3.1 การหาปริพันธ์โดยแทนค่า 
 ในการหา  dxxf )(  เราจะเลือกตัวแปรตัวใหม่ ในที่นี้จะใช้ตัวแปร u  โดยที่ u  เป็นฟังก์ชันของ x  

ท าให้  dxxf )(  กลายเป็น  duug )(  และ  duug )(  ตรงกับสูตรพ้ืนฐานที่มีอยู่ จึงสามารถหาปริพันธ์ได้

โดยใช้สูตรดังกล่าว 
 พิจารณาตัวอย่างต่อไปนี้ 

ตัวอย่าง 5.13 จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้  
 1.   dxxx 992 )1(2    2. 3 4 7(2 5)x x dx  

 3. 
2

sin 2

cos 2 5

x x
dx

x x



 
    

4. 3 2sin 2  3 cos  x x dx  

 5. 
1

2

sin
 

1

x
dx

x




  

วิธีท า   
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ข้อสังเกต จะเห็นว่าจากตัวอย่างท่ี  5.13 เป็นการหาปริพันธ์โดยวิธีแทนค่าตัวแปรด้วยสูตร   
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ตัวอย่าง 5.14 จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้  

 1.  


dx

xx

x

1

12
2

   2. 1

ln
dx

x x  

 3.  
dx

x

x

tan1

sec2

    
4. 

2

2 4

t

t

e
dt

e   

วิธีท า   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อสังเกต จะเห็นว่าจากตัวอย่างท่ี 5.14 เป็นการหาปริพันธ์โดยวิธีแทนค่าตัวแปรด้วยสูตร   



บทที่ 5 ปริพันธ์   101 
 

อ.สาธนิ ี วารศีร ีสาขาวชิาคณิตศาสตรแ์ละสถิต ิ มหาวิทยาลยัราชภฏัยะลา 
 

ตัวอย่าง 5.15 จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้  

 1. 35 x dx     2. 
2

1

3 x
dx  

 3. 
32 7(3 1) x xx e dx      

4. ln(1 ln ) x xx e dx   

วิธีท า   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อสังเกต จะเห็นว่าจากตัวอย่างท่ี 5.15 เป็นการหาปริพันธ์โดยวิธีแทนค่าตัวแปรด้วยสูตร   
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ตัวอย่าง 5.16 จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้  
 1. sin(3 4)x dx    2.  dxxx 2tan  

 3. 
2

2

sec
6

x
x e

xe dx
 
  
 

     
4. 1

(1 )cosec( ln )x x dx
x

    

วิธีท า   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อสังเกต จะเห็นว่าจากตัวอย่างท่ี 5.16 เป็นการหาปริพันธ์โดยวิธีแทนค่าตัวแปรด้วยสูตร   
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แบบฝกึหัด 5.3.1 

จงหาค่าปริพันธ์ต่อไปนี้ 

1.  dxx  5)12(       2.  dxxx  )cos(2 2

               

3.  dxex x


 12 2     4.  dx

x

x


3 2 1

2  

5.  dxxx  )sin( 32    6. 

 

dx
x

e x

  

7. 

 

dxxx  432 )1(    8. 

 

dx
x

x
  cos1

sin  

9. 

 

dx
x

e x

 



2

tan

1

1

    10.

 

dx
xx 2)(ln

1  

11.
 

dx
ee

ee
xx

xx

 





     12. dx
x 2cos

1
2

 

13.
 



dx

x

x

4

3

1
    14. 

 dxx x2

2  

15.   dxxxx 9)3( 32   16. 



dx

x

xx

1

12

 

17. dx
x

x


ln     18. dxxe x


12

4  

19. dxxx  )sec( 43     20. dx
x

e x

 2

1

 

21. dx
e

e
x

x

 1     22. dx
x

x


 tan21

sec2

 

23. dxxx

  8)13(3    24. dxxx )sin( 2  
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5.3.2 การหาปริพันธ์โดยแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
ถ้าฟังก์ชันที่เราต้องการหาปริพันธ์มีพจน์ 22 xa  , 22 xa   และ 22 ax   เกี่ยวข้องอยู่ด้วย เราจะใช้

วิธีแทนตัวแปร x  ด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติที่เหมาะสม และอาศัยเอกลักษณ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ ต่อไปนี้ 
2 2

2 2

2 2

1 sin cos

1 tan sec

sec 1 tan

 

 

 

 

 

 

 

 เพ่ือท าให้ได้ฟังก์ชันที่อยู่ในรูปแบบตรงตามสูตรของการหาปริพันธ์ 

ก. ถ้า )(xf  มีพจน์ 22 xa   เกี่ยวข้อง เช่น 22)( xaxf   เมื่อ 0a  

   เราจะให้ sinax   เมื่อ ]
2

,
2

[


   

   ซึ่งท าให้ cos22 axa   และ dadx cos  
 

ตัวอย่าง 5.17 จงหา   dxx225    

วิธีท า  
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ข. ถ้า )(xf  มีพจน์ 22 xa   เกี่ยวข้อง เช่น 22)( xaxf   เมื่อ 0a  

   เราจะให้ tanax   เมื่อ )
2

,
2

(


   

   ซึ่งท าให้ sec22 axa   และ dadx 2sec  
 

ตัวอย่าง 5.18 จงหา 
 24 x

dx    

วิธีท า  
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ค. ถ้า )(xf  มีพจน์ 22 ax   เกี่ยวข้อง เช่น 22)( axxf   เมื่อ 0a  

   เราจะให้ secax   เมื่อ )
2

,0[


   หรือ )
2

3
,[


  

   ซึ่งท าให้ tan22 aax   และ  dadx tansec  
 

ตัวอย่าง 5.19 จงหา 
 425 2x

dx    

วิธีท า  
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ตัวอย่าง 5.20 จงหา 
 28 xx

dx    

วิธีท า ส าหรับตัวอย่างนี้ราจะท าก าลังสองสมบูรณ์กับ 28 xx  ให้อยู่ในรูปแบบ 22 ua   ดังนี้ 

  

2

2

2

22

)4(16

16)4(

16)168(

)8(8









x

x

xx

xxxx

 

 ดังนั้น 



 22 )4(168 x

dx

xx

dx  

 ให้      4 xu   
 ดังนั้น dxdu   

 
 

  

C
x

C
u

u

du

xx

dx








 























4

4
sin

4
sin

168

1

1

22
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แบบฝกึหัด 5.3.2 

จงหาปริพันธ์โดยการแทนด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติที่เหมาะสม 

1.  dx
x

x



2

24

   
   2.  dx

xx


 22 9

1

      

3.  dx
x

x



4

2 1

   
   4.  dx

x


 21

1  

5.  dx
x


 4

1

2    
   6.  dx

x  22 )1(

1  

7.  dx
x

x


 2

2

2    
   8.  

2

24 9

x
dx

x
  

9.  dx
x

x



2

29

   
   10. dx

x

x


 24  

11. dy
x


 291

1

   
   12. dtt  291  

13. dx
x


 241

8    14. dx
xx


1

1

2
 

15. 
 92t

t

e

dte     16. 
 

dt

e

e

t

t


 2

3
21

 

17.   21 x

dx     18. 
12

3

x

dxx  

19. 
 2)(ln1 yy

dy    20. 
 41

5

x

xdx  

21. 




5412

)38(

2xx

dxx    22.  



9

)13(
2x

dxx  

23. 
 223 xx

dx    24.   30102 yy

dy  

25.   222 cxa

bdx     26. 
 22 ax

dx  
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5.3.3 การหาปริพันธ์โดยการแยกส่วน 
ในบางกรณี การหาปริพันธ์ของบางฟังก์ชันอาจไม่อยู่ในรูปแบบที่สามารถใช้สูตรได้โดยตรง และไม่

สามารถเปลี่ยนตัวแปรใหม่ดังวิธีที่ได้กล่าวมาแล้วได้ จึงมีวิธีการหาปริพันธ์อีกแบบที่เรียกว่า การหาปริพันธ์โดย
การแยกส่วน ซึ่งเป็นการหาปริพันธ์โดยเขียน )(xf  ให้อยู่ในรูปของ udv  โดยที่ u  และ v  เป็นฟังก์ชันที่

หาอนุพันธ์เที่ยบตัวแปร x  ได ้แล้วจึงหา udv  โดยอาศัยสูตรดังจะกล่าวต่อไปนี้ 

 จาก  
dx

du
v

dx

dv
uuv

dx

d
)(  

 ท าให้ได้ค่าเชิงอนุพันธ์ของผลคูณ 
   vduudvuvd )(  
 ดังนั้น    vduudvuvd )(  
                         vduudvuv  

      vduuvudv  

 เราเรียกสูตรนี้ว่า “สูตรการหาปริพันธ์โดยแยกส่วน” 
 
ตัวอย่าง 5.21 จงหาปริพันธ์  xdxxcos    

วิธีท า   
 
 
 
 
 
 
 

 
ตัวอย่าง 5.22 จงหาปริพันธ์ xxe dx    

วิธีท า   
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ตัวอย่าง 5.23 จงหาปริพันธ์  xdxx ln2

 
วิธีท า   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอย่าง 5.24 จงหาปริพันธ์ (3 1)sin(2 ) x x dx    

วิธีท า   
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอย่าง 5.25 จงหาปริพันธ์ 3 2cos( ) x x dx   

วิธีท า   
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ตัวอย่าง 5.26 จงหาปริพันธ์ 
2

ln x
dx

x  
วิธีท า   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอย่าง 5.27 จงหาปริพันธ์ 

 xdx1sin    

วิธีท า   
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 การหาปริพันธ์ของฟังก์ชันโดยการแยกส่วน บางครั้งเราอาจต้องท ามากกว่าหนึ่งครั้ง เช่น 

ตัวอย่าง 5.28 จงหาปริพันธ์ 
 dxex x2    

วิธีท า   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตัวอย่าง 5.29 จงหาปริพันธ์ sin(ln )x dx    

วิธีท า   
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ตัวอย่าง 5.30 จงหาปริพันธ์  xdxe x sin    

วิธีท า   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อสังเกต  จากสมการ (*) ถ้าเราหา  xdxex cos  โดยให้  

 xu cos  และ dxedv x  
         xdxdu sin  และ xev   
     เพราะฉะนั้น จะได้   xdxexexdxe xxx sincoscos  ซึ่งเมื่อน าไปแทนค่าใน (*) จะท าให้

ไม่มี  xdxe x sin  ซึ่งเป็นสิ่งที่ต้องการหาปริพันธ์ที่เหลืออยู่เลย 
 ดังนั้น ถ้าในการหาปริพันธ์ครั้งแรกให้ xeu   การหาปริพันธ์ครั้งต่อไปก็ควรให้ xeu   ด้วย หรือถ้า
ในการหาปริพันธ์ครั้งแรกเราให้ xu sin  การหาปริพันธ์ครั้งต่อไปก็ให้ xu cos  
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 เพ่ือให้การหา  dxxgxf )()(  โดยใช้การหาปริพันธ์โดยแยกส่วนหลายๆ ครั้งเป็นไปได้ง่าย จึงมีวิธีที่

สะดวกกว่าซึ่งเรียกว่าการหาปริพันธ์โดยจัดเป็นตาราง (tabular integration) ซึ่งจะแสดงด้วยตัวอย่างต่อไปนี้ 
 
ตัวอย่าง 5.31 จงหาปริพันธ์ 

 dxex x2    

วิธีท า  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอย่าง 5.32 จงหาปริพันธ์  xdxx sin3    

วิธีท า จาก   xdxxdxxgxf sin)()( 3  
ให้ 3)( xxf   และ xxg sin)(   

)(xf  และอนุพันธ์  )(xg  และปริพันธ์ 
3x  
23x  

x6  
6  
0  

)(  
)(  
)(  
)(  

xsin  
xcos  
xsin  
xcos  
xsin  

ตาราง 6.2 

 ดังนั้น Cxxxxxxxxdxx  sin6cos6sin3cossin 233  
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แบบฝกึหดั 5.3.3 

จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้ 

1.  dxxx sin
   

    2.  dxx ln
      

3.  dxx
1tan

   
    4.  dxxe x

  

5.  dxex x


2

   
    6.  dxxx cossin  

7.  dxex x


23

   
    8.  dxex x


 23)2(  

9.  dxxx
2)(ln

   
   10. dxxx 3cos  

11. 10 sin5  x x dx    
   12. dxx

3sec
    

13. dxx x

 22     14. dxxx ln  

15. dxxx  )1ln( 2    16. dxx
2ln  

17. 
 dxex x32     18.   2)2(

ln

x

xdx  

19. dxxx 13 22    20. 1sin (2 )x dx

  

  
21. 2( 3) sin  x x dx    22. 2ln( 3)x dx  
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5.3.4 การหาปริพันธ์โดยการแยกเศษส่วนย่อย 
 ถ้าฟังก์ชัน )(xf  ที่เราต้องการหาปริพันธ์เป็นฟังก์ชันตรรกยะ กล่าวคือ 

)(

)(
)(

xQ

xP
xf

m

n  

โดยที่ )(xPn  และ )(xQm  เป็นฟังก์ชันพหุนามที่มีเลขชี้ก าลังสูงสุดคือ n  และ m  ตามล าดับ 
 ถ้า mn   แล้ว )(xf  เป็นเศษส่วนตรรกยะแท้ 
 ถ้า mn   แล้ว )(xf  เป็นเศษส่วนตรรกยะไม่แท้ 
ถ้า )(xf  เป็นเศษส่วนตรรกยะไม่แท้ แล้วเราสามารถเขียน )(xf  ในรูปผลบวกของฟังก์ชันพหุนามกับ
เศษส่วนตรรกยะแท้ได้ ดังตัวอย่างต่อไปนี้  
 
ตัวอย่าง 5.33 จงเขียนเศษส่วนตรรกยะไม่แท้ต่อไปนี้เป็นผลบวกของพหุนามกับเศษส่วนตรรกยะแท้ 

  ก. 
xx

xxx

4

12
3

35



    ข. 
1

4
2

2





x

x  

วิธีท า ก.  เป็นเศษส่วนตรรกยะไม่แท้ ซึ่งเราจะหารยาว 12 35  xxx  ด้วย xx 43   จะได้ว่า 
  )17()4)(2(12 3235  xxxxxxx  
ดังนั้น 

  
xx

x
x

xx
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 การแยกเศษส่วนย่อยจะข้ึนอยู่กับตัวประกอบของ )(xQ  ซึ่งมีหลักเกณฑ์ดังนี้ 
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 เมื่อเขียนเศษส่วนตรรกยะแท้เป็นผลบวกของเศษส่วนย่อยได้แล้ว ต่อไปจะเป็นการหาค่าคงตัว ซึ่งมี
วิธีการหาได้ 3 วิธี เพื่อให้ง่ายต่อการอธิบาย พิจารณาตัวอย่างต่อไปนี้ 
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ตัวอย่าง 5.34 จงหาปริพันธ์  
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วิธีที่ 3 (ระเบียบวิธีของเฮวีไซด์) 
 จากสมการ )1(  
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ตัวอย่าง 5.35 จงหาปริพันธ์  
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ตัวอย่าง 5.36 จงหาปริพันธ์  
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ตัวอย่าง 5.38 จงหาปริพันธ์  
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ตัวอย่าง 5.39 จงหาปริพันธ์  
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แบบฝกึหดั 5.4 

จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้ 
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